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Eingesenclete Abhandlungen.

IJber das Problem der vier Punkte bei Anwendung des

Messtisches.

Von I)r. Anton Winckler,

Professor der praktisohen Geometrie unci .los Silicaicoiis-Zeiclincns an Jot

k. k. teelniischen Lehranstalt in Bruno.

(Mit I Tafel.)

(Vorgelegt in der Sitzung vom i. .Tanner 185a.)

1.

Die praktische Wichtigkeit der Aufgabe, aus der bekannten

Lage dreier Punkte auf dcm Felde die Lage eines vicrten Punktes

bios durch Messung der Winkel, welehe die von ihm nach den gege-

benen Punkten gehenden Visirlinien mit einander bilden, zu bestim-

men, hat, wie bekannt, eine grosse Anzabl von Abhandlungen und

verschiedene Losungen hervorgerufen.

Diese Losungen, die zum Theile von den ausgezeichnetsten

Geometern herriihren, unterscheiden sicb natiirlich darin, ob der

Theodolit oder der Messtisch zur Anwendung kommt.

Bei Anwendung des The o do lit en geschieht die Losung, wie

sicb von selbst versteht, nur durch Rechnung, und in dieser Hinsicht

ist die Sache als erledigt zu betrachten.

Nicht in gleichem Masse ist dies bei den bis jetzt bekannten Auf-

losungen der Fall, welehe sicb auf den Gebraucb des Messtisches

beziehen, wo begreiflich nur die graphische Methode anwendbar ist.

Denn hier stellt der Praktiker mit Recbt die Anforderung, dass die

Auflosung (das Riickwartseinschneiden genannt) in alien Fallen,

welehe iiberhaupt eine solcbe zulassen, leicht (obne weitliiufige

Siitze und Regeln beacbten zu miissen), bequem (ohne geometrische

Constructionen mit Cirkel und Lineal und obne grijssere Drehungen

des Messtischblattes), sowie schnell und sicher auf dem Felde

ausgefiihrt werden konne.

In der That entsprechen die bisher ublichen Yerfahrungsarten

diesen Anforderungen nicht vollstandig, und es seheint zur niiheren

Begriindung angemessen, die wichtigsten jener Methoden mit Riick-

sicht auf die angefiihrten Gesichtspunkte in Mrze zu betrachten.
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Bekanntlich kommenpraktisch nur noch die Methode der directen

Bestimmung des vierten Punktes oder Standortes von Bess el und

Bohnenberger, durch welche ein zweiter Punkt (Hilfspunkt) der

Orientirungsliaie nach einem der drei gegebenen Punkte construirt

wird, sodann die beiden Niiherungsmethoden von Lehman n und

Net to zur Anwendung.

Das crsterc, directe Verfahren leidet, so einfach es sonst zu

sein scheint, wie dies in jedem guten Lebrbuche auseinander gesetzt

wird, an dcm Ubelstande, dass unter Umstanden der Hilfspunkt ent-

weder durch einen schlechten Schnitt erhalten wird oder zu nahe an

denjenigen der drei Punkte fallt, welcher mit ihm die Orientirungs-

linie bestimmt, so dass diese unsicber wird, oder endlich, dass der

Hilfspunkt ausserhalb des Tisehblattes fallt. Kann man sich in

diesen Fallen auch auf andere Weise helfen, so entstehen daraus docb

Umstandliehkeiten. Eine wesentliehe Verzogerung der Arbeit entsteht

aber irnmer dadurch, dass grossere Drehungen des Tisehblattes und

in deren Folge wiederholte Einstellungen desselben nothwendig

werden.

Diese Riicksichten waren es wohl, welche zur Aufsuchung

einer anderen, approximativen Losung Veranlassung gaben, bei wel-

cher eine Drehung des Tisehblattes von Hause aus ganz umgangen
und wobei, wenn die Orientirung nach Schatzung einigermassen

gelungen ist, nur noch sanfte Mikrometerbewegungen erforderlich

werden, welche eine weitere Beriicksichtigung der Libelle nicht

mehr noting machen. Nachdem namlich zwei kleine, sogenannte

Fehlerdreiecke erhalten worden sind, welche in Bezug auf die

„mittlerc" Visirlinie eine entgegengesetzte Lage baben, kann man, wie

bekanntlich Lehmann gezeigt hat, durch Schatzung einen Punkt

finden, bei welchem die auf die beiden ausseren Visirlinien gefallten

Perpendikel sich nahezu wie diese Linien verhalten, und welcher

dann ebenf'alls nahezu ein Punkt der mittleren Visirlinie ist, nach der

man nun den Tisch orientiren kann. Dieser Orientirung wird aber

meistens wieder ein Feblerdreieck entsprechen, und ohne einige

Wicderholungen des Verfahrens wird man wohl selten ganz scbarf

zum Ziele gelangen. So sicber man nun dieses auch erreichen wird,

so beschwerlicb wird es demjenigen Geometer sein, der in jener

Schatzung nicht bald das Bechte trifft, oder (lessen Gedachtniss

einen der Lebrsiitze nicht treu bewahrt hat, welche Lehmann
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riicksichtlich der gegenseitigen Lage der mittleren Visirlinie und der

Fehlerdreieeke auf empiriscliem Wege gefunden hat, und welche

spater von Herrn Professor Hartner in den Sitzungsberichten der

kais. Akademie der Wissenschaften allgemein bewiesen worden sind.

Diese Riicksichten hinwieder mogen es gewesen sein, welche

Netto zur Ermittelung eines mehr directen, von blossenSchatzungen

unabhangigen Verfahrens fiilirten, vermoge welchen aus bios zwei

Fehlerdreiecken ein zweiter Punkt der mittleren Visirlinie durch Con-

struction erhalten werden kann. Dieses Verfahren, im weiteren als

bekannt vorausgesetzt, erfordert, wenigstens beliufs einer schiirferen

Bestimmung jenes Punktes , ebenfalls die Kenntniss der Lehman n'-

schen Satze , bedingt das Operiren mit sehr kleinen Linienstiicken

vermittelst des Cirkels und liefert den gesuchten Punkt durch einen

einzigen, nicht selten sehr schiefen Schnitt. Es ist also auch hierbei

nicht jede Hilfsconstruction mit Cirkel und Lineal vermieden, und

wird man wohl ofter, ohne Wiederholung des Verfahrens, eine scharfe

Orientirung des Tisches nicht erlangen konnen.

Das Verfahren nun, welches wir dem Praktiker als in alien

Fallen leicht, bequem und sicher zum Ziele fuhrend empfehlen

mbchten, und welches weder die Kenntniss der Lehmann'schen

S&tze, noch anderer Constructionsregeln voraussetzt, auch den

Gebrauch des Cirkels nicht nothwendig macht, sondern auf rein

mechanische Weise die Lage des Standortes auf dem Messtisch-

blatte mit aller erforderlichen Scharfe liefert, nachdem nur etwa

drei grbssere oder kleinere Fehlerdreieeke erzeugt worden sind, —
ein solches Verfahren, welches also alien Eingangs gestellten Anfor-

derungen entspricht, liegt viel niiher als alio vorhin aufgefiihrten

Regeln und beruht auf dec folgenden flberaus einfachen Bemerkung.

Denkt man sich niimlich das Messtischblatt continuirlich gedreht und

in jeder Lage desselben durch zwei der gegebenen Punkte und die

entsprecbenden auf dem Felde Visirlinien gezogen und ihre Durch-

schnittspunkte auf dem Blatte bemerkt, so werden diese Punkte in

ihrer Gesammtheit eine krumme Linie —Scheitelcurvc —bilden,

welche, wie schon aus elementaren Griinden klar ist, und wie wir

zum Uberflusse noch naher zeigen werden, einem Kreise sehr nahe

kommt, und in welcher derjenige Punkt liegt, durch welchen die
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Visirlinien gehen mussen, wenn die beidcn gegebenen Punkte auf

dem Tischblatte in einer zur entsprechenden auf tlem Felde paral-

lelen Linie liegcn. J)a aber drei Punkte auf dem Blatte gegeben

sind, so kann man je zwei derselben auf dreierlei Arten mit einander

verbinden und erhalt also auf beschriebene Weise drei verschiedene

Curven, wovon jcde den gosuchten Punkt —Standort —entbaltcn

muss. Dieser kann also nur im gemeinschaftlicben Durchschnitts-

punkte aller drei Curven liegen und ist durch den letzteren vollstandig

bestimmt.

Die praktische Ausfiihrung des hierdurch angedeuteten Ver-

fahrens liisst sich nun einfach wie folgt bezeichnen.

Man orientire den Tiscli von Auge aus so genau als moglich,

und ziebe naeh den drei gegebenen Punkten die Visirlinien, welche

im Allgemeinen ein Fehlerdreieck liefern werden. Man drehe hierauf

das Tisebblatt vermittelst der Mikrometerschraube einmal nacb der

recbten und einmal naeh der linken Seite urn soviel, dass die beiden

neuen, auf gleiche Weise entstehenden Feblerdreiecke zu entgegen-

gesetzten Seiten des erstern liegen und etwa grosser als dieses sind.

Bezeichnet man dabei, um Irrungen vorzubeugen, die drei gege-

benen Punkte auf dem Tische mit a, b, c, und die Durchschnitts-

punkte der Visirlinien naeh a und b, naeh a und c, naeh b und c

beziehungsweise beim ersten Fehlerdreiecke mit 7, |3, a, beim zweiten

mit 7', |3', a!, und beim dritten mit 7", (3", a", so sind nun «, a!, a."

und /3, (3', (3" und 7, 7', 7" jedesmal drei Punkte der oben bezeich-

neten Curven. Diese Curven lassen sich, soweit wir ihrer bediirfen,

mit um so grosserer Sicherheit dureh einen blossen Freihandzug

construiren, als die Punkte, durch welche sie gehen miissen, fast

immer sehr nahe an einander liegen, die Curven selbst aber ausserst

nahe eine constante Kriimmung hahen, niimlich Kreisbogen sind,

ausserdem durch die Punkte a, b; a, c; b, c gehen und sich in einem

gemeinschaftlichen Punkte schneiden mussen, so dass bei einiger

Ubung und Sorgfalt rucksicbtlich ihrer Construction jede Willkiir-

licbkeit sich von selbst ausschliesst. In welch' hohem Grade dies der

Fall ist, habe ich mich vielfaltig und unter den verschiedensten Um-

standen praktisch iiberzeugt, und einige wenige Versuche werden

fur jeden Geometer hinreichen, um alle Zweifel in die vollkommene

Zuverlassigkeit und ungemeine Forderlichkeit des Verfahrens zu

beseitigen.
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Sollte sich indessen zeigen, class, nachdem bereits drei Fehler-

dreiecke erhalten und die einander entsprechenden Eckpunkte der-

selben durch Bogen verbunden worden sind, diese Bogen sich erst

in ihrer Verlangerung sclmeiden, dass also die anfangliehe Orien-

tirung noch sehr unrichtig war, so erhalt man eben hierdurch den

sicbersten Fingerzeig, nacb welcber Bicblung das Messtiscbblatt

weiter zu dreben sei, urn em viertes Fehlerdreieck zu erhalten,

welches nun ganz gewiss tiber dem gesuchten Punkte hinaus liegt.

Da nun die drei Curvenbogen mit Sicherheit bis zu den respectiven

Eckpunkten dieses neuen Fehlerdreieckes fortgesetzt werden konnen,

und der Durchschnittspunkt in ihnen selbst und nicht mehr in ihren

Verlangenmgen liegt, so ergibt er sich mit derselben Bestimmtheit

wie in dem oben zuerst angenommenen Falle.

Ubrigens braucbt kaum bemerkt zu werden, dass, da die Bihlung

derFehlerdreiecke sehr leicht und schnell von Statten geht und da, je

grosser die Zahl derselben ist, um so bequemer die Curven gezogen

werden, es der Bequemlichkeit des ganzen Verfahrens keinen Ein-

trag thut, wenn man iiberhaupt statt drei etwa vier oder fiinf Fchler-

dreiecke nach einander bildet, die an der Stelle, wohin der gesuchte

Punkt fallen wird, in kleineren Zwischenraumen auf einander folgen.

Nach dem bisher Ausgefiihrten ist ferner klar, dass das obige

Verfabron unmittelbarer und schneller als jedes andere den bekannten

Ausnahmefall , in welchem das Problem keine oder nur eine sehr

unsichere Auflosung y-ulasst, anzeigt, den Fall namlicb, in welcbem

der Standort mit den drei gegebenen Punkten nahezu oder ganz

genau in einem Kreise liegt. Auf das Stattfinden dieses Falles wird

man niimlich sogleieh schliessen, wenn die drei Curven sehr nahe

zusammenfallen und demgemass ihr Durchschnittspunkt unsicher wird,

und dies zeigt sich schon auf dasBestimmteste, nachdem dreiFehler-

dreiecke gebildet und ihre entsprechenden Eckpunkte durch Curven-

bogen verbunden worden sind. Bei jeder anderen Lage des Stand-

ortes, und insbesondere dann, wenn die Entfernungen desselben von

den drei Punkten unter sich sebr ungleich sind, werden sich immer

weuigstens zwei dieser Bogen unter so grossen Winkeln durchsetzen,

dass ibr Schnittpunkt mit der nothigen Scharfe erscheint.

Diese umstandlichere Darlegung des Verfahrens schien durch

den Umstand geboten, dass dasselbe, so nahe es liegt und so weniger

theoretischer Auseinandersetzungen es erfordert, in keinem der mir
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bekannten Werke, welehe diesen Gegenstand behandeln, erwahnt

wird. In einigen Lehrbiichern iiber praktische Geometrie, z. B. jenem

von Herrn Prof. Grunert, wird (S. 230) nach Bohnenberger

zwar bemerkt, dass man den Standort naherungsweise dadurch auf

dem Tiscbblatte bestimmen konne, dass man die sieh correspondiren-

den Eckpunkte zweier Fehlcrdreiecke durch gerade Linien ver-

binde und ihren Durchsclmittspunkt bestimme. Aber abgesehen davon,

dass sich auch bei nahe an einandcr Iiegenden Fehlerdreiecken die

meistens ziemlich stark geknimrnten Curvenbogen mit einiger Ge-

nauigkeit zwar der Grosse aber nicht der Richtuag nach durcb ibre

Sehnen crsetzen lasses, ist eine sehnelle und sichere Bestimmung des

Standort.es auf diese Weise sehon darum unmoglich, weil sich die

drei Sehnen, die man Ziehen kann, wohl niemals in einem Punkte

treffen werden, und man also statt des richtigen, drei ungenaue Punkte

fiir den Standort erhalt.

Die oben mitgetbeilte, auch dem weniger unterrichteten Prak-

tiker zugangliche Auflosung erledigt, wie wir glauben, die immer

noch haufig zu vernehmenden Einwiirfe gegen die oftere Anwend-

barkeit dieses niitzlichen Problems. In der That wird man sich

desselben nicht nur in dem Falle , wo drei Punkte auf dem Blatte

gegeben sind, wovon keiner sich zur Aufstellung des Instrumontes

eignet, sondern auch in mehreren anderen Fallen mitNutzen bedienen,

die wir nun in Kiirze anfiihren werden.

A. Wenn in einem der drei Punkte eine Aufstellung zwar

moglich, aber fiir die Detailaufnahme nicht weiter von Nutzen ware,

und nur den Zweck babes wiirde eine Orientirungslinie nach einem

neuen Standorte hin zu liefern, so wird man es vorziehen, sich unmit-

telbar auf diescm Standorte aufzustellen und denselben, wie oben aus-

einander gesetzt, aus den gegebenen Punkten durch Ruckwarts-

einschneiden zu bestimmen. Man gewinnt dadurch nicht nur an Zeit,

sondern bat vermbge der gleichzeitigen Benutzung aller drei Punkte

zugleich eine im Verfahren selbst liegende Controle und die Sicher-

heit, den richtigen Punkt erlialten zu haben, welehe urn so mehr

in Anschlag zu bringen ist, als etwaige Orientirungsfehler, welehe

bei jener Hilfsaufstellung eintreten konnten, hierbei ganz vermieden

werden.
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B. Eine weitere nicht minder bemerkenswerthe Anwendung lasst

das Problem vermoge seiner leichternAuflosung in dem Falle zu, wenn

man zwar eine Orientirungslinie nach dem neuen Standorte hin bereits

besitzt, der durch Seitwartsabschneiden nach einemzweiten Fixpunkte

erhaltene Schnitt aber nicbt ganz giinstig ist, oder die Controle

nach einem dritten Punkte nicht aushalt, sondern ein Fehlerdreieck

gibt, so dass man genothigt ware durch eineneueAufstellung dcs Mess-

tisches eine giinstigere Orientirungslinie von einem andern Fixpunkte

aus zu erheben oder die bereits gegebene zu verbessern , wodurch

in beiden Fallen die Arbeit verzbgert wiirde. Statt dessen wird man

den einmal eingenommenen Standpunkt beibehalten, vermittelst der

gegebenen Orientirungslinie denTisch einstellen und nun den Stand-

ort mit Scharfe durch Riickwartseinschneiden bestimmen. Die Zweck-

massigkeit dieses Verfahrens bedarf fiir den praktischen Geometer

keiner weitern Auseinandersetzung, denn es istklar, dass es in alien

Fallen das bequemste und sicberste Mittel darbietet, um die durch

mebrere auf einander folgende mittelbare Orientirungen des Tiscbes

eintretenden Fehler zu beseitigen und den jeweiligen Standort den

Fixpunkten moglichst genau anzuscbliessen.

Von den mannigfachen Anwendungen, deren die bescbriebene

rein mecbanische und von alien geometrischen Lehrsiitzen unabban-

gige Methode zur Losung schwierig scheinender Aufgaben fiihig ist,

und welchen der Leser mancbe selbst beifiigen wird, mbgen nur noch

die folgenden zwei Erwahnung iinden.

C. Die Lage zweier Punkte und die Entfernung eines derselben

vom Standorte ist gegeben; es soil der Tisch orientirt, respective der

Standort bestimmt werden. Man bescbreibe mit jener gegebenen Ent-

fernung aus ihrem ebenfalls gegebenen Endpunkte einen Kreisbogen

und bilde, naclulein der Messtiscb von Auge aus moglichst genau

orientirt ist, mit Hilfe von drei oder mehreren Durchschnitten der

nach den beiden Punkten auf dem Blatte und auf dem Felde gezoge-

nen Visirlinien einen jenen Kreis durchsetzenden Bogen der in Art. 2

erwahnten Scheitelcurve , so wird man, wie nicht naher gezeigt

ZU werden braucht, den Standort aus einer einzigen Aufstellung

des Tiscbes erhalten. Obgleich diese Aufgabe gewiss nur selten

vorkommen wird, so schien sie doeb darum erwahnenswerlh, weil

wohl jede andere Auflosungsart zwei Aufstellungen des Messtisches

erfordern wiirde.

Sitzh. (i. mathem.-naturw, CI. XV. Bd. II. Hft. tS
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D. EineahnlicheBehandlungergibt sich fur die folgendeAufgabe.

DieLage dreicr Punkte ist gegeben, wovon aber keiner von dem ande-

ren aus sichtbar ist. Man besitzt ferner die Orientirungslinie von einem

dieser Punkte nach einem vierten, —dem Standorte des Messtisches,

kann aber von diesem aus nicbt zuriickorientiren, weii sieh nach

dem entspreclienden Punkte des Terrains nicht visiren liisst; nach

den beiden anderen gegebenen Punkten dagegen ist die Yisirricbtung

frei. Es soil nun der Messtisch orientirt, beziehungsweise der Stand-

ort aut' dem Blatte bestimmt werden.

Man orientire den Tisch von Augc aus moglichst genau, bildc

auf angegebene Weise mittelst der beiden sichtbaren Punkte die

Scheitelcurve der Visirlinien und bestimme mit Scharfe den Punkt,

in welchem sie die gegebene Orientirungslinie durchschneidet, so

ist dieser der Standort auf dem Blatte. Eine Hilfsaufstellung ist auch

bier nicht erforderlich, und es lost sich also diese Aufgabe, welche, wie

die vorhergehende, meines Wissens noeh nicht erortert worden ist,

auf ganz einfacbe Art.

Diese Aufgabe kann z. B. in gebirgigcn Gegenden beigraphischen

Triangulationen in Fallen vorkommen , wenn der gegebene Punkt,

von welchem aus nach dem neuen Standorte rayonnirt werden kann,

viel tiefer als dieser liegt, so dass man den letzteren vom ersteren,

aber nicht umgekehrt diesen von jenern uns anvisiren kann.

Von rein theoretischem Gesichtspunkte betracbtet, scheint es

angemessen zu sein , bier noch einige Eigenschaften der oben

zur Sprache gebrachten krummen Linien naher zu untersuchen,

welche der Durchschnittspunkt der Visirlinien beschreibt, wenn die-

'selben bei fortgesetzter Drehung des Messtischblaltes urn seine

Verticalaxe jedesmal durch die sich entspreclienden Punkte auf dem
Felde gczogcn werden.

Zur Gleichung dieser Curve scheint man am kiirzesten auf dem
folgenden Wege zu gelangen.

Es seien (Fig. 1) A, J t die beiden Punkte auf demFelde, 0, Ot

die entspreclienden auf dem Messtische, und P der Durchschnitts-

punkt der beiden darauf gezogenen Visirlinien.

Ferner sei C die Drehaxe des Tischblattes.
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In dem Dreiecke ACA, kimnen alle Seiten und Winkel als bekannt

angenommen werden , und zwar sei

:

a = AC, a, =A1 C,

a, «! seien die Winkel bei A und Au

7 = « t
—a der Winkel bei C. Die Lage der Linie 0] ist bestimmt

durch die Grossen

r=OC, <&=*C00i 00,.

Die Linie OOy bilde put AAt
den Winkel 8 und werde als

Abscissenaxe, als Anfangspunkt angenommen. Es seien ferner:

X, Fund Xu Y, die Coordinaten der Punkte A,

A

± ;

x, y die Coordinaten des Punktes P der in Frage stehenden Curve;

p und <a seien die Polar-Coordinaten dieses Punktes, als Pol und

00, als Anfangsricbtung betrachtet.

Unmittclbar aus der Figur ergeben sich nun fiir die Curve die

folgenden zwei Bestimmungs-Gleichungen

x Y = yX

wobei X —r cos <& -\- a cos (a —8)

Y = r sin <tf + a sin (a —8)

X4
= r cos <5f + a i cos ( a i —e )

y"1= r sin Ttf + (hsin («i —9).

-8)} =y {r cos ftf-f-a cos (a —
8)}

-8)} —y[r cos <t$-\-aiCos (a 4
—8)—

Hieraus erhalt man

sJrsMCtf+fl sm (a

(a? —o) [r sin Ttf-j-^i s "< ( a i"

woraus nocb 6 zu eliminiren ist, urn die gesuehte Gleicbung

zwiscben x und y zu erhalten. Zu diesem Zwecke verwandle man

in der ersten Gleicbung a —8 in —7 + (a, —8) und entwickle die

betreffenden Functionen, nehme aucb mit der zweiten Gleicbung

eine Heine Umformung vor, so dass man erhalt:

a (x sin 7 + V c° s 7) cos (a., —8)

—a (x cos 7 —y sin 7) sin («j --8) = r(x siwtf—y cos<vf),

«i y cos (a,— 8)—a(x— 0) si« (a, —6) == {x—0) r 8»« <tf

_j_ ^ (5 —r cos <$>).

(1)

(2)
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(3)

(4)

Wenn nun allgemein zwei Gleicliungen von der Form

A cos tp + B sin $ = C

Ai cos ip
-f- Bi sin <p = Ci

gegeben sind und wenn die sechs Coefficienton von
ty

nicht abhangen,

so muss, wie man sich sogleich tiberzeugen wird, die Gleichung

(A C\ —J,C) 2 + (B Ct —5, C) a = (AS t
—J^) a

oder, was dasselbe ist

(A* + 5*) C\ + {A\ + 5?) C2 —2 (AA t + B54 ) (7(7,

= (ABi—AiB)*

stattfinden. —Setzt man nun die dem vorliegenden Palle entspre-

clienden Werthe der Coefficienten in die Gleicliungen (3) ein, so

ergibt sich, naeh cinigen Verwandlungen, fur die Curve die folgende

Gleichung vierten Grades:

-f a 2 (x 2 ~\-y 2
) {(&— $) r sin <vi + 1)

—r c° s ^)} z

+ a'i r a ( O—o) 2 + y
2
) {& sin 9$ —y cos ^) s

—2aa {
r

{
(x 2 + y

2
) cos y —8 (x cosy —y sin 7) }

X {{as —f) r sin <&-\-y{$—r cos <#)} (a? sin vrf
—y cos <&)

= « 2 a f \(x 2
-f- y

2
) sin 7 — (x sin 7 -f- y cos 7) }

2
.

Durch Einfiihrung der Polar-Coordinaten vercinfacht sich diese

Gleichung in soferne, als man dann wenigstens den Radiusvector aus

einer quadratischen Gleichung linden kann.

Setzt man namlich

x p cos f , y = p sin f ,

so findet sich alsbald

+ « 2
{ p (r sin (Trf —

f ) + d sin f) —or sin <hi}
2

+ a\r 2 (p» —%p 5 cos
jp + -J

2
) sin 2 (<&—?)

—2aa,r { a (r sin (<# —y ) + r^ sin f) —or sin <&}

x (p cos 7 —5 cos (7 + cp3) gi» (<3f —
«p)

= a 2 «f (p sin 7 —5 «« (7 -f- y))
2

-

Wollte man die Curve einer vollstandigen Discussion unterziehen,

so wiirden jedoch die Gleicliungen (1) und (2) bequemer sein, als

die eben angefiihrten Endgleichungen.

Wir fuhren von den hemerkenswerthen Eigenschaftcn der

ki'ummen Linie die folgenden an.
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A. Wenn die Entfernungen a, <h der Punkte A, At von dem

festen Drehpunkte C ohne Ende wachsen, wahrend ihr Winkel 7 der-

selbe bleibt, so wird die Curve von der Lage der Linie o gegen den

Punkt C, also von r and c5 unabhangig und nahert sich dieselbe mehr und

inehr einem festen Krcise, in welcbem eine dem Peripheriewinkel

7 entsprechende Sehne ist. Dieser Satz, weleber, wie schon in Art. 2

bemerkt wurde, unmittelbar aus elementaren Griinden einleuchtet,

ergibt sich audi ohne weiteres aus der Gleiehung (4). In der That,

dividirt man diese Gleiehung durchgehends durch a 2 «, a und setzt

dann a und a, unendlich gross, so erhSlt man

x % + y
2 = * O+ II

col V- 7)'

welches die dem bezeiebneten Kreise zugehbrige Gleiehung ist.

B. Die Zweige der (gesehlossenen) Curve bieten unter sich drei

Durchschnitts- oder sogenannte Doppelpunkte dar.

Die Nachweisung dieses Satzes aus der Gleiehung (4) und nach

den gewohnlichen Regeln wurde zu sehr umstandlichen Rechnungen

fuhren. Geht man aber von den Gleichungen (1) und (2) aus, so

werden die Weitlauiigkeiten und insbesondere die Behandlung einer

Gleiehung vierten Grades vermieden, und kommen nur solche ersten

Grades zur Auflosung.

Man fasse zu dem Ende die Frage nach mehrfachen Punkten in

der Weise auf, dass man untersucht, ob es zwei verschiedene Werthe

von 6 gebe, fur welcbe sowohl x als y dieselben Werthe behalten.

Denn gibt es zwei solcher Werthe, so entsprechen diese nothwendig

einem Durchschnittspunkte der Curvenzweige unter sich.

Von diesem Gesichtspunkte ausgehend, wollen wir nun mit o

und 8 jene zwei Werthe bezeichnen, dann entstehen zu (2) zwei

analoge Gleichungen

:

x {r sin ^+« sin (« —
o )\ =y {r cos<tf+a cos (« —6„)}

(a?-§) \r sin <tf+a lS in (a,— V)j =y [r cos^+chcos (a, -6,)—
3}

in welchen nun x und y genau dieselben Werthe wie in (2) haben

sollen. Eliminirt man nun die Grossen x, x —o und y unter der

Voraussetzung, dass keine derselben Null sei, aus den Gleichungen

(2) und (2°), so ergibt sich zunachst:

r sin Trf + a sin (a —6 ) r cos <tf + a cos (a - 8 )

(20)

r sin Trf + a sin (a —6 )

r sin Trf + a, sin (a
4
—6 )

r sin "TO
1 + a

x
sin {oc

i
—S )

r cos Ttf + a cos (a —6 )

r cos Trf + «i cos (a,--J>
}~~ 8

r cos Trf + «i cos (a*— 6a)—S
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Daraus erhalt man durch Beseitigung der Nenner mid durch Zusam-

menziehen der einzelnen Glieder alsbald die folgenden Gleichungen:

r sin (a —̂ —S) —r sin (a —Ttf — O) = a sin (9 —9 ),

r sin (a 4
—Ttf —0) —r sin («., —9ji —9 )

= «j sin (0 —9 ) + ^ (**w («i —W—sin Ca i
—6o))>

oder, wenn man die Formeln

:

sin A —sin B = 2 s?"« | (J —5) cos |(^1 + ^)

sin C = 2 si'ra | C cos | C

in Anwendung bringt und naeh geschehener Verwandlung die beiden

Gleichungen durch 2 sin —=—̂ dividirt:

r cos

r cos

(-

(«i- «tf-

6 + 6,

) + « cos-

6 + 6 s——J + a
%

cos

6~%
2

0-9,

o,

6+6 0>- = CO^Oj —
J

e—e„
Eliminirt man hieraus cos - —und entvvickelt dann jeden Cosinus,

indem man
)+o

ft

von den ubrigen Bogengrosscn trennt, so wird man
a

leicht zu der folgenden Gleichung gelangen:

6 -j -
®o r {« cos (cq —Trf) —a

t
cos (a —t<J')| —arj cos a.

l

2 r |a sira (a
±
—ttf) —a

4
sin (a —"W)} —ad sin a

i

Da ausserdem

:

cos cos a. <& •-)

so sind 9 und 9 vollstandig bestimmt. Es ist auch leicht zu sehen,

dass man nur ein einziges Paar zusammengehoriger Werthe dieser

Grossen erhalt. In der That, bezeichnet man durch a den kleinsten

Bogen, welcher aus der ersten Gleichung fur -i_» folgt, und mit v

den kleinsten Bogen, welcher fur aus der zweiten Gleichung
2 A I A

erhalten wird, wenn man darin a fiir -^- setzt, so findet man

als allgemeine Auflosung die Werthe

9 = 2 k k -f- a + r und 9 = 2 k n -f a + r ,

wo k und /<•„ ganze Zahlen bezeichnen. Es ist also ohne weiteres

klar, dass diese Gleichungen nur ein Paar verschiedener Werthe
von 9 und 9 liefern.
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Indessen bedarf es zur Bestimmung der Coordinaten x, y dieses

Curvendurchschnittes keiner weiteren Berechnung dieser Winkel. Man

kann dieselben lcicht durch die folgende Bemerkung finden. Zieht

man niimlich die Gleichungen (2°) von jcnen (2) der Ordnung nach

ab, so ergibt sich nach einigen Verwandlungen:

f
6 + % \

sc = y tang \--± «
J

/9+0 o \—8 = y tang \~-^ «,J

CO

e + e
erhalt.

woraus man nun x und y, ausgedriickt durch tang

Die Entwickelung, aus welcher sich dieser eine besondere Punkt

der Curve ergab, gilt nur unter der wohl zu beachtenden Voraus-

setzung, dass weder x nocb x—9, noch endlich y Null sei
;

denn

wean eine dieser Grossen Null ist, bleibt die oben vorgenommene

Elimination nicbt mehr zulassig. Urn daher zu untersuchen, ob jenen

ausgeschlossenen Fallen nicht ebenfalls Punkte gedachter Art ent-

sprechen, muss man zu den urspriinglicben Gleichungen (1) zuriick-

kehren.

Setzt man darin x und y gleich Null, so muss, wenn dieseHypo-

those einem doppelten Curvenpunkte entsprechen soil, Tt
sowohl fur 9

als 6 verschwinden, woraus man die Bedingungen erhalt

:

r sin <tf + «i sin («i —9 ) =
r sin <tf + «i sin («i —Go) = 0,

aus welchen sich 8 und Q ergehen. Fur den Zusammenhang dieser

Werthe erhalt man noch die Gleichung

cos (-^=±=9- odor 2c -(6 + o )
+ ST.

Es findet sonach audi im Anfangspunkte der Coordinaten ein

Durchschneiden der Curvenzweige Statt.

Setzt man ferner in den Gleichungen (1) a?—9 und y gleich

Null, so muss, wenn hierfiir ein doppelter Punkt stattfmden soil,

nothwendig Y fur die beiden Winkel und 6 ebenfalls Null werden,

wesshalb die Gleichungen:

r sin "Bf 4" a **" 0* —& )
= ®

r sin «Bf + a 8 " 1 ( a —&•) =
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bestehen mttssen. Hieraus ergeben sich die Werthe von 8 und 8 ,

zwischen welchen noch der Zusarnmenhang, ahnlich wie oben

2 a —(8 + 6 ) = ± n

stattflndet. FoJglich ist audi der Endpunkt 0, der Linie $ ein Durch-

schnittspunkt der Curyenbogen.

Andere Voraussetzungen lassen sich nicht machen, und die

Curve bietet daher drei Doppelpunkte dar.

Die beiden zuletzt nachgewiesenen Punkte hatte man sehr leicht

aus der Figur direct erkennen konnen ; cs schien aber von Interesse

zu sein, den analytischen Gang durchgebends beizubehalten, um zu

zeigen, dass es in gewissen Fallen der Vorschriften der Difterential-

Rechnung nicht bedarf, um viel bequemer die „vielfachen Punkte"

nachzuweisen und ihre Lage vollstandig zu bestimmen.

C. Die drei Durehschnittspunkte der Curvenzweige liegen in

dem unter (A) bestimmten Kreise, welchem, als Grenze, sich die

krumme Linie niihert, wenn a und «j ohne Ende waehsen.

Diese Behauptung rechtfertigt sich sehr leicht aus den Glei-

chungen (S) , welche fur alle drei Punkte gelten, da bei ihrer Her-
leitung keine Elimination der Coordinaten stattgefunden hat. In der

That erhalt man ohne eine solche vorzunehmen aus jenen Gleichungen

:

" "t" ^o y tang a -\- x

y-
tancj

y tang a
t

-\- (x —5)

2 y —x tang a y •— (* —<J) tang a
1

'

woraus man weiter Cndet:

x--\--)f- = S( X -\-y cotg 7),

weil «, —« = 7. Dies ist aber genau die unter (A) gefundeneKreis-

gleichung.

Schliesslich die Bemerkung, dass die durch den ausserhalb Ox

liegenden Curvendurchschnitt gehenden Geraden OA und 0, AA noth-

wendig den Winkel 7 mit einander bilden und dass daher der durch
die Punkte A, Au C gelegte Kreis dem oben bemerkten in jenem
Durehschnittspunkte begegnen muss.

D. Worm Oi zu AAi parallel ist, so geht die diese Linien

halbirende Gerade zugleich durch den Punkt der Curve, in welchem
sich die Linien OA und Ot A, schneiden. Dieser Satz lasst sich ana-

lytisch leicht nachweisen, ergibt sich aber auch aus einem bekannten
Satze der Theorie der Transversalen.
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S.

Um den theoretischen Anhang, wozu uns oben die Auflosung

des Problems der vier Punkte Veranlassung geboten, in sich zu

vervollstiindigen, ware nun ausser dem so eben erorterten Falle,

wo die Linie Ot fest bleibt und der Winkel der Visirlinien veran-

derlich ist, noch derjenigc zu betrachten, in welchem das Umgekebrte

stattfindet.

Um diesen Fall in Kiirze ebenfalls zu betrachten, denke man

sich (Fig. 2) drei feste Punkte A, Au C, und auf den Schenkeln Ax C

und A C des Winkels bei C zwei Punkte 0, Ot
angenommen, deren

Entfernung = o constant bleibt, sodann von diesen Punkten nacb A
und At

Visirlinien gezogen und die Durchschnittspunkte aller dieser

Linien bemerkt, so werden dieselben einer Curve angehoren, deren

gesetzmassigen Verlauf man am Kiirzesten wohl auf die folgende Art

erinitteln kann.

Man betrachte die durch C gehende, mit A A, parallele Gerade

als Abscissenaxe und den Punkt C selbst als Anfangspunkt der Coor-

dinaten. Es sei wie friiher:

a = A C , a i
= Ax C

x, «, die Winkel bei A und At

7 = a
(
—a. der Winkel bei C, und 5=0 Oi

9 der Winkel, welclien Ot
mit AAA bildet. Es seien ferner

X, Y und Ij , Yi die Coordinaten der Punkte und 0, , und

x, y die Coordinaten des Punktes P der in Frage stehenden Curve.

Man erhalt nun unmittelbar aus der Figur die beiden folgenden

Bedingungsgleicbungen der Curve:

y) (X —a cos a )

y) (X 4 —a, cos a,)

(X —x) (Y —a sin a ) = ( Y -

(Xi— x) (Yi —a± sin «i) = (Y r

wobei

Y = X tang a x

Yi = Xt tang «.

Xi—I'mm 8 COS 9

Y,-Y= o sin 9

oder also:

X = <5 cos a
t

Sl?l (a
sin 7

-6)

x= 8 cos a— sin {a.i -9)

F —8 sin

r, =
sin 7

sin (a -9)
sin 7

8 sin a

sin 7

sin (a (
-6).

(6)
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Setzt man diese Ausdrucke in die Gleiehungen (6) ein, so ergibt

sich nach einigen Reductionen:

a{xsina—y cos x) sin 7 = ^ (xsinay —y cos cq —a sin"f)sin(a—Q)

a^{xsina x
—ycos <x i )siny = d(ne sina—y cos «—-», sin y)nti (%—§).

Urn aus diosen Gleiehungen 8 zu eliminiren, verfahre man in

ahnlicher Weise, wie dies im vorhergehenden Falle gesehehen ist

und benutze dabei wieder die daselbst angegebene Gleicbung (3).

Man erhalt dann unmittelbar

:

a 2 (x sin «j —y cos a, —a sin y)
3 (a? sin a —y cos a )

3

+ a\ (x sin a. —y cos a —a x sin y)
2 (x sin a,

—

y cos c^) 2

—2««, cos 7 (x sin Kj —y cos a„ —a sin 7)

X (x sin a

—

y cos a —a, sin 7) (x sin a,

—

y cos a^)

X (x sin a. —y cos a.
)

== o 2 (x sin a t
—y cos x t —ffl sin 7)* (xsin a—7/ cos a—a, sjw 7)

2
.

Durch Polar-Coordinaten ausgedriickt, wiirde sich diese Glei-

chung betrachtlich vereinfachen, aber gleichwohl in Bezug auf den

Radius vector vom vierten Grade sein.

Ohne uns auf eine ausfuhrlichere Untcrsuchung dieser Curve ein-

zulassen, moge nur der besondere Fall etwas naher erortert werden,

in welchem a und «j unendlich gross sind. Dann ist die Gleichung:

sin a

a t sin «! = a sin a oder a x
= a —

zu berucksichtigen. Man konnte nun die dieser Voraussetzung ent-

sprechende Gleichung der Curve aus der so ebon gefundenen erhalten.

Uucksichtlich der dabei moglichen Reductionen ist es jedoch kiirzer,

unmittelbar von den Gleiehungen (G) auszugehen und die gedachten

Aimahmen in diesclben einzufuhren. Man findet dann:

oder also

(Jf —x) sin a. = ( Y -

(Xi —x) si?i «i = (F t

y) cos a

• y) cos a,

x sin a. —y cos a = — sin (a —6)

x sin «i —y cos a, =
~f- d sin («, —9).
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Addiif und subtrahirt man diese Gleichungen , so erlangt man:

(-
. «+ a

i
:—1 + y cos ——J c<% |7 = o cos ^— OJ

[+a? cos -~ + 2/ sin -y-J
tore*/ | 7 = <> s »* ^-jjj

8
J-

2

a +a,

Erhebt man diese beiden Gleichungen ins Quadrat und addirt sie,

so wird man nach einigen nabe liegenden Umformungen die folgende

linden

:

a? z
I sin( - cos* 1 7 -f cos ~ ~^r~ *****sin*

I 7 )

(a -f-et, .
a + a

i \
s«re

2 sin* 1 7 + cos 2 ——cos* § 7 1

—xy sin (a-f ai) cos 7 suv 7,

welches offenbar die Gleichung einer Ellipse ist.

Wahlt man die Richtung der Abscissenaxe dergestalt, dass sie

den Winkel 7 balbirt, so wird a, = —a, und man erhalt die Glei-

chung in der sehr einfachen Form:

x°~ sin* I7 + re
2 cos* |-y = —sm~y

oder:

a.'
2

.
«/

a

+ 1,

Bezeichnet man die Halbaxen der Ellipse mit a und b, so ist:

a = eoftj $7 , 6 = ta»»0 1 7

§ = |/'o6 , taw*? §7 = y £.

Hieraus ergibt sich die meines Wissens neue Eigenschaft der

Ellipse, wonach sich durch ihren Mittelpunkt jederzeit zwei zur

grossen Axe symmetrische gerade Linicn der Art legen lassen, dass

wenn man in denselben irgend zwei Punkte anninmit, deren Ent-

fernung der mitlleren geometrischen Proportionale der beiden Halb-

axen gleich ist, und wenn man durch sie zu jenen beiden Geraden

Parallelen zieht, diese sich in einem Punkte der Ellipse schneiden.

Es ist klar, dass man vermbge dieser Eigenschaft, ohne der

Kreisschnitte zu bediirfen, die Ellipse bios vermittelst gerader

Linien construiren konne.


